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Problemas de la Ensenanza

de las Matematicas

Presentacion

Entre las preocupaciones de la investigacién
educativa, dos merecen especial atencién: por
un lado, ia ineficacia de los métodos de ensefian-
za utilizados actualmente junto con todos los
componentes teéricos asociados a ellos, inefica-
cia que puede comprobarse por el exceso de
alumnos reprobados, el gran nimero de desercio-
nes y la deficiencia académica con que llegan los
alumnos a las escuelas de educacién superior;
por otro lado, el poco interés por el tipo de con-
tenido cultural y matemdtico que se ensefia, y
que se registra por indicadores como la inefica-
cia académica de los estudiantes y la incapacidad
de las personas de mayor nivel cultural para apli-
car sus conocimientos de manera concreta y
efectiva, como el caso extremo de aquellos inge-
nieros que han olvidado el dlgebra elemental. Ya
que el conocimiento de la ciencia y la cultura fa-
vorece en el hombre la formacién de una con-
ciencia critica y una inteligencia no-dependien-
te, es necesario determinar en qué grado la ins-

truccibén que proporciona la Universidad es util
para ese fin.

Un auténtico interés por este tipo de proble-
mas ha inquietado a muchos estudiosos, quienes
los han enfrentado de manera aislada, sin recur-
sos tedricos y econdmicos, desde distintos pun-
tos de vista y en diferentes dmbitos y hasta el
momento sélo se han obtenido éxitos modestos;
pero queda la esperanza de haber dejado cami-
nos abiertos para una planeacion mds ambicio-
sa que sitle los distintos componentes del proce-
so educativo en los lugares mds id6neos y estra-
tégicos que permitan disponer de elementos real-
mente Gtiles para la ensefianza, y que favorezcan
la creacién de un aparato de investigacién educa-
tiva de gran capacidad y eficiencia.

Dentro del Colegio de Ciencias y Humanida-
des, este celo se ha manifestado de manera con-
creta a través de la realizacién de foros y encuen-
tros culturales, a través de la honda preocupa-
cién por unificar los programas de las diferentes
dreas, sin menoscabo de la renovacién incesante
que debe ser caracteristica esencial de un progra-
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ma actualizado, y también a través del mejora-
miento del personal docente con seminarios de
superacién académica y el fomento de activida-
des orientadas a proporcionar apoyo a las tareas
cotidianas del maestro y a mejorar los instru-
mentos de evaluacion que permitan disponer de
una visién mas real del problema.

Dentro de este marco puede verse el siguiente
trabajo, que tiene la pretensién de servir de ayu-
da al proceso de ensefianza de las matemdticas
en el bachillerato y proporcionar una critica ra-
cional y coherente de algunos de los factores
mas relevantes que se manifiestan en los proble-
mas mencionados.

Iniciar una investigacién seria sobre cualquier
asunto representa una tarea cuyos alcances no es
sencillo predecir y cuyas dificultades son impo-
sibles de prever. Normalmente el investigador se
encuentra con informaciéon desordenada e inco-
herente, en situaciones en apariencia sin relaciéon
alguna con fendémenos sobre los cuales se ignora
todo o se guarda una opinién erronea y llena de
prejuicios; pero particularmente las dificultades
son mayores, si en la investigacién no se cuenta
con un aparato tedrico adecuado. Esta situacibén
de insuficiencia se da especialmente en las inves-
tigaciones que la did4ctica exige al docente preo-
cupado por conocer y dominar los problemas
que su especialidad le presente.

No obstante, una primera alternativa esta en
buscar el asesoramiento y las conexiones mis
idoneas al asunto que se desea abordar, opcién
que seguramente no debe despreciarse por el tra-
bajo y esfuerzo que es posible ahorrar.

El reto que para los profesores autores de es-
te trabajo constituye la problemdtica educativa
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y la responsabilidad que significa su solucion,
nos incliné a seguir este camino.

Una primera decisién fue seguir una especia-
lizacién educativa que alentard el mejoramiento
de la ensefianza de las matematicas; sobre la ex-
periencia que esto constituyd y las impresiones
que nos dejd, serd conveniente dejar anotaciones
que servirdn para formarse una idea correcta de
cudles fueron las influencias que precedieron a la
investigacion que aqui se presenta.

La Maestria en Matemdticas Educativas, aun-
que englobada en los programas del Politécnico,
ha sido avalada por los criterios universitarios,
como se ve en el esfuerzo que se ha puesto para
que sus egresados puedan disponer de todos los
recursos tedricos posibles, tanto en el plano de
las teorfas del conocimiento, como en el de la
psicologia y las matematicas; para nosotros re-
presentd la mejor solucién para disponer de ele-
mentos eficientes y suficientes en la investiga-
cion.

Tiempo y esfuerzo ingente fue dedicado al
andlisis y discusién de los objetivos originales del
Area de Matemdticas en el CCH, cuya cone-
xién con los objetivos generales nos parecio
obvia. Siguiendo esta linea de pensamiento fue
planteada la interrogante sobre la raiz de los pro-
blemas: ;Acaso la ausencia de un curriculo ge-
neral? ;Quizas la deficiencia pedagdgica del per-
sonal docente? ;O la excusa tradicional de los ci-
clos educativos anteriores? Nuestra opinién se ha
afirmado en conceder gran importancia a los fac-
tores internos como son la planeacién y coheren-
cia de los cursos, la claridad de los objetivos, la
diversidad de los apoyos académicos, etc. Sin
quitar consideracién a los factores externos, co-
mo podrian ser las influencias educativas ante-



riores y posteriores al bachillerato y las condicio-
nes sociales, los hemos hecho a un lado para faci-

litar este estudio.

Una ubicacion general del trabajo se consigue

con los diagramas siguientes. La ponencia se re-
fiere a una investigaciéon con el propdsito de co-

nocer las capacidades deductivas de nuestros es-
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JEAN PIAGET

INICIO

i

Definir con claridad la nocién
que se desea que el alumno

adquiera, en términos de
operaciones intelectuales

Investigar la etapa del desarrollo
del pensamiento del alumno con
relacion a la nocion que debera
adquirir, buscando establecer
las estructuras intelectuales

delas que carece.

Describir los esquemas de accidn relacionados con la adquisicion de la nocidn,
mediante un analisis detallado del tipo de acciones intelectuales implicadas.
Senalar por medio de una seleccion las mds importantes y necesarias

cuya formacion y desarrollo debera favorecerse.

:

1

10

Describir en términos generales el tipo de actividades que se sugieren a partir
de los recursos diddcticos ¢ intelectuales que se puedan garantizar.

)

I’laborar un modelo de experiencia de aprendizaje
que se apoye en los recursos descritos
en las etapas anteriores.

Disefio de la realizacion de las experiencias
de aprendizaje.

Aplicacion y evaluacion de
las experiencias de aprendizaje.

La investigacién y las experiencias de aprendizaje intentardn determinar
las operaciones intelectuales importantes en el proceso.




Acciones Intelectuales Implicitas en
las Nociones que debe Adquirir el Alumno

Para definir las nociones en términos de ope-
raciones, intentaremos aproximarnos a través
de las acciones intelectuales implicitas en el uso
de los modelos lineales. A continuacién descri-
bimos las operaciones que consideraremos:

a) Uso de variables y sustitucién de magni-
tudes numéricas.

Dado que la sustitucién es un proceso nece-
sario para verificar la efectividad de los modelos
matematicos, consideramos importante que el
alumno tenga ideas claras sobre este asunto. En
la experiencia previa del estudiante es posible en-
contrar multitud de situaciones en las que la idea
de sustitucién estd presente, y dado que por un
procedimiento de “‘tanteos” se pueden resolver
problemas, aquél serd un proceso ttil para el de-
sarrollo intelectual que deseamos para el estu-
diante.

Asi, por ejemplo, si se plantea a un alumno el
problema siguiente:

“El pais tiene una deuda externa de 80,000
millones de délares, la tasa de interés anual
es de 15 por ciento. ;Cuanto se debera jun-
tar para el pago de la deuda, si no deseamos
pagar el préximo afio por concepto de inte-
reses mas de 6,000 millones de délares?

El estudiante deberd representarse de alguna
manera la cantidad desconocida y efectuar ope-

raciones aritméticas con ella. La operacién inte-
lectual de representar mediante simbolos algo
inexistente en lo concreto, es fundamental y se
forma en el alumno en un proceso largo, pero su-
gerimos que debe darse la oportunidad al alum-
no de arribar a la solucién por un procedimiento
de tanteos y tratar de conseguir por ese camino
la interiorizacion del esquema de accidn corres-
pondiente.

b) Dependencia e independencia de variables.

Existe una relacién con el esquema descrito
anteriormente del uso de variables, donde en es-
te caso hay dependencia entre ellas.

El alumno debera descubrir de modo concre-
to que la modificacién de un factor (que llama-
remos variable independiente) influye en la mo-
dificacién de otro (que llamaremos variable de-
pendiente).

En las primeras etapas del desarrollo de este
esquema se podra hacer a un lado la cuantifica-
cibn explicita de la dependencia estudiada, que
deberd conseguirse seguramente de una manera
mas organizada en conjuncién con otros esque-
mas.

Piaget hace referencia a esta operacidn, cuan-
do habla del esquema ‘‘Siendo constante el res-
to?”, que permite que en el intelecto infantil
puedan controlarse concatenaciones muy com-
plejas de las propiedades de las cosas, al mante-
ner constantes algunos factores que determinan
la formacién de clases. Al neutralizar el efecto
de dichos factores puede estudiar el que él desea.

2 Génesis del pEnsamiento logico.
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En el pensamicento cientifico este proceso ad-
quiere el caracter de una operacion y se constitu-
ye en un instrumento fundamental de la investi-
gacion, al hacer uso de la idea ‘“Causa-efecto”
como relacién posible de estudio y no de asocia-
cion real. Sin embargo, el desarrollo intelectual
de esta herramienta exige que el estudiante veri-
fique su utilidad, al enfrentarse con situaciones
en las quc sea evidente la falsedad de la causa-
efecto, y al mismo tiempo puedan garantizar las
ventajas de su uso.

La matematica desempefia un papel importan-
te en dicho desarrollo, al proporcionar un meca-
nismo de ficil manejo para manipular las relacio-
nes posibles que se puedan dar entre variables,
que va de situaciones tan elementales como seria
la relaciéon entre magnitudes directamente pro-
porcionales, hasta situaciones mds complejas que
la ciencia misma sélo puede resolver suministran-
do modelos aproximados. El tratamiento concre-
to con el que tendrd contacto el estudiante pue-
de ilustrarse, si se plantea el siguiente problema
de movimiento:

Dos vehiculos se mueven en linea recta reco-
rriendo distancias iguales en tiempos iguales;
si en 60 minutos se desplazan respectivamen-
te 80 km y 100 km y el primero sale con 20
min. de ventaja.

i) ¢En qué tiempo alcanza el vehiculo mas
rapido al primero?

ii) ¢En qué tiempo el vehiculo mas rdpido du-
plica la distancia recorrida por el primero?

Aqui el alumno debera analizar las preguntas
y verificar que la primera tiene sentido en una si-
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tuacién real y que la segunda se encuentra fuera
de contexto, a pesar de que el modelo algebraico
le proporcione una solucién. El analisis de situa-
ciones semejantes provocaran en las estructuras
intelectuales del estudiante modificaciones que
generardn la operacion ya mencionada.

c) Representaciéon geométrica como modelo
de dependencia.

La conveniencia de utilizar la representacion
geométrica como instrumento auxiliar que per-
mite ver las relaciones entre variables de un mo-
do mds “concreto”, es familiar al trabajo en el
salon de clases. Consideramos que cste recurso
debe estar ligado a los hdbitos de pensamiento
del estudiante, de manera que, cuando se le pre-
sente un problema, pueda dar una representa-
cién geométrica del mismo, y por ese camino su
razonamiento resulte mds eficiente.

Asi, por ejemplo, si se propone al alumno el
siguiente problema:

La presion p ejercida por cierto liquido en
un punto dado, se encuentra en una rela-
cion lineal con la profundidad h, del punto
bajo la superficie del liquido. La presién
ejercida a una profundidad de 15 metros es
de 2.50 kilogramos por centimetro cuadra-
do, y en la superficie es de un kilogramo
por centimetro cuadrado (presién atmosfé-
rica) ¢Qué presion ejerce ese liquido a 25
metros?

Una manera de que el alumno comprenda me-
jor el problema que se le plantea y la forma de
resolverlo, es dindole una representaciéon geomé-



trica que le muestre el significado de la relacion
lineal y le facilite el camino para comprender la
solucion algebraica.

Este recurso podrd servirle en su desarrollo in-
telectual posterior y en todo caso es un elemen-
to presente en muchas de las ramas de la mate-
matica: la relacidén entre esquemas de accidn es
una de las premisas basicas de la escuela de Pia-
get y la formacién de los esquemas relacionados
con la representacién geométrica del modelo li-
neal, necesariamente estan ligados con los esque-
mas para los cuales ésta resulta Gtil. Podemos
usar estas relaciones como los antecedentes del
modelo lineal.

Una cuidadosa selecciéon de temas que mere-
cen ser abordados porque aparecen frecuente-
mente en problemas en los que los modelos li-
neales son muy dtiles, sugiere la necesidad de
controlar el marco de referencia, en cuanto a es-
quemas intelectuales, que serd la base para la
construccién de operaciones. Dicho control se
ejerce a través de actividades en esta etapa que
permitan al estudiante el dominio de las opera-
ciones concretas implicitas en los temas propues-
tos; es decir, experiencias que favorezcan el con-
tacto directo del alumno con la problematica in-
herente a los conceptos.

La dificultad para el alumno de retener y apli-
car eficiente y constructivamente las propieda-
des de la igualdad puede solucionarse consiguien-
do (de acuerdo a la linea fijada por Piaget) que
¢l “construya” el conocimiento a través de la in-
vestigacién. Normalmente tales propiedades son
usadas para encontrar soluciones de ecuaciones
que resuelven problemas concretos, pero éstas
en el proceso, aparentemente, carecen de signi-
ficado y sélo representan mecanismos importan-

tes de un método (solucion de ecuaciones). Se-
guramente si el estudiante verifica con situacio-
nes sencillas pero concretas el cumplimiento de
dichas propiedades, se estard en el camino de
conseguir que las mismas sean una experiencia
significativa y por tanto dificilmente olvidadas;
ademds se fomentard, como consecuencia légica
el hibito del razonamiento sistematico implici-
to en la investigacién misma. Salvadas las dife-
rencias, pretenderemos conseguir la formacién
de intelectos criticos y racionales a semejanza
del pensamiento cientifico profesional.

Un Primer Acercamiento al Conocimiento de
la Naturaleza del Pensamiento del Alumno

La presencia logica de este estudio se apoya
en la afirmacién de Piaget:

“Las estructuras mentales se forman sobre
otras ya existentes y en asociacion con
ellas”,?

puesto que en caso de que el alumno promedio
carezca de algunas de estas estructuras basicas, el
disefio de las experiencias de aprendizaje deberd
atenerse a €so.

El pensamiento del alumno, en relacién con el
conocimiento de los modelos algebraicos, en par-
ticular el modelo lineal, debe apoyarse en nocio-
nes generales del método hipotético-deductivo,
al menos en su forma mds elemental. Esto tiene
alguna relacién con la presencia del alumno en la
etapa de las operaciones formales. Asi, el objeti-

3 Seis estudios de psicologia de Jean Piaget.
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vo es investigar la madurez del estudiante para
elaborar una hipétesis que le permita dar una
respuesta concreta ante una situacién dada.

Para poder buscar informacién sobre la madu-
rez del estudiante promedio para dar una respues-
ta a un problema dado a partir de una hipbtesis,
se propuso a la muestra de 100 alumnos el pro-
blema de construir una definicién de un concep-
to matematico a partir de datos que se le propor-
cionaron a través de imagenes en tarjetas. Se les
presentaron 20 esquemas en los que estin presen-
tes o no propiedades que caracterizan al concep-
to de funcién suprayectiva, segiin es posible des-
cribirlo sobre un conjunto finito, y se pide a los
alumnos de la muestra la discriminacién de las
propiedades que caracterizan al concepto. Pos-
teriormente, buscando evaluar la construcciéon
mental lograda por el estudiante, se les mostré
otra serie de 10 esquemas que servian para veri-
ficar si habian adquirido o no el concepto.

El disefio de los esquemas buscé controlar los
factores que parecfan mds evidentes, como son:
tamafio en las tarjetas, color de la tinta con la
que se dibujaron las figuras, forma de representa-
cién de los conjuntos asociados.

Caracteristicas de la Muestra

Se consideré conveniente tomar una muestra
aleatoria de 100 alumnos que cursaban el primer
semestre en el CCH, con el propésito de que fue-
se representativa de los alumnos de nuevo ingre-
so. Suponemos que estos no conocen el concep-
to propuesto. La aleatorizacién de la muestra se
consiguié estratificando la poblacién por turnos
y aplicando el muestreo aleatorio simple a cada
estrato. Cada uno de los alumnos seleccionados
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fue sometido al experimento, el cual consisti6 en
mostrarle las 20 primeras tarjetas, una por una,
al mismo tiempo que se le indicaba cuiles de
ellas representaban una suprayeccién y cuales
no. El orden en que fueron presentadas las ima-
genes se alecatorizé. La informacién se daba ha-
ciendo primero una pregunta: ;La figura repre-
senta una suprayeccion?, y posteriormente rec-
tificando o ratificando su respuesta, segiin fuese
el caso. Con el propésito de favorecer la identi-
ficacién de factores relevantes, las tarjetas se de-
jaban a la vista del alumno, separadas de modo
que a un lado fueran quedando los esquemas que
representaban suprayecciones y en el lado opues-
to los otros.

Interpretacién de los Datos

Para llevar a cabo la interpretacién de los da-
tos, podemos comenzar por rechazar la posibili-
dad de respuestas dadas al azar, considerando los
elementos del examen (cada respuesta a partir de
las figuras), como una coleccién de eventos inde-
pendientes. Si numeramos las preguntas y consi-
deramos como frecuencia de cada una el nimero
de alumnos que responden de manera acertada,
podemos representar con un namevo x cualquie-
ra de las preguntas seglin el orden en que fueron
presentadas al alumno, y con N el nimero de
alumnos en la muestra que respondieron correc-
tamente a dicha pregunta. Con los datos recaba-
dos obtuvimos la siguiente distribucion de fre-
cuencias:
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Como puede verse en la grifica, la distribu-
cién de frecuencias de la serie de preguntas que
sirvi6 para evaluar el proceso llevado a cabo por
el alumno, no corresponde a respuestas dadas
aleatoriamente, ya que todas las frecuencias es-
tan sobre el 50 por ciento. Esto nos sugiere que
debemos desechar la hipdtesis que consiste en
suponer que el alumno respondié al azar debido
a sus limitaciones para llevar a cabo una deduc-
cién. Creemos necesario refinar esta interpreta-
cion y lo conseguiremos del siguiente modo: si
suponemos que todos los alumnos contestaron al
azar y consideramos cada respuesta de la evalua-
cién como un valor independiente de una colec-
cibn de datos aleatorios, tendremos en total
1000 valores (100 alumnos de la muestra x 10
preguntas del examen) y una manera mediante la
cual contrastar la hipdtesis de respuesta al azar.

Con esta hipétesis, que llamaremos hipétesis
nula, Ho, la proporcién de respuestas acertadas
deberd ser igualada a 0.5, pero puesto que para
valores grandes de n (tamafio de la muestra) la

distribucién de proporciones muestrales es apro-
ximadamente normal, con parimetros conoci-
dos, podemos proponer una prueba de hipétesis
y para garantizar el rechazo de Ho tomaremos
un nivel de significacion del 1 por ciento. Las ca-
racteristicas importantes de esta prueba se mues-
tran en las siguientes figuras:

PARAMETRO FORMULA A s D
Media mH=p 05
I
Desviacion a= P{1-P) 0.0158
Estandar et
G n
Puntg critico Fo=u g tZeoy 0.540764
Po 0459236

Hipatesis Nula Ho: F =05 Hipitesis alterna Hi: P #10.5

T=00158

=0.005

: 1
Punta eritico
To.=0541

1

—y Zone de rechazo

Punto critiie &
Rugass T

EITTIT.
Zona de rechaze

F = proporcién de respuestas
acensdas en 1090 intentos

Y Zans de seeptactin

Nivel de sigaificancla
a=1%-+7o =158

Alentados por el resultado anterior, buscamos
ahondar miés en las caracteristicas del tipo de la
hipbtesis que maneja el adolescente.

Elaboramos una lista de las hipbtesis que nos
parecieron significativas, las jerarquizamos por
su dificultad y a cada una le asociamos una fre-
cuencia. Esta corresponde al nimero de diagra-
mas que en el experimento registran al mismo
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tiempo dicha hipétesis y la nocién que hemos
querido transmitir; cs decir, en la figura de cada
tarjeta aparccen simultincamente las caracterfs-
ticas que confirman esta hipétesis, y las condi-
ciones para que cl diagrama sea una suprayec-
cidn. Debido al diseiio del experimento ya expli-
cado, esta frecuencia se eleva a 10, sélo en el ca-
so de la hipbtesis de suprayeccion. Se utilizd co-
mo criterio para una primera seleccion la fre-
cucncia asociada. Fue posible reducir una lista
de 230 hipbtesis factibles' a solo 55, por una
inspeccion de la frecuencia.

Posteriormente, una nueva frecuencia se asig-
né con un criterio mas rigido a las 55 hipotesis
que quedaron de la primera seleccion. Para esto
sc hizo un andlisis de las preguntas que en el exa-
men debian ser contestadas de modo afirmativo,
para garantizar la consistencia con una hipotesis
determinada y comparadas en un tiempo poste-
vior con el registro que aparece en la evaluacion.
Asi disponemos de dos clementos importantes
para caracterizar una hip()tcsis: el namero de
aciertos cn la evaluacién y el orden de las pre-
guntas en las que deben registrarse errores por
incompatibilidad con la hipotesis de suprayec-
ciébn. La nueva frecuencia es, por lo tanto, el na-
mero de alumnos que en la muestra y segin los
criteros anteriores parecen responder con el apo-
yo de una hipdtesis dada. La distribucion de fre-
cuencias correspondicntes se muestra en la si-
guiente tabla:
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FORMA GENERAL
DE LA HIPOTESIS
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Después de este andlisis sdlo ha sido posible
identificar 28 casos, aunque no totalmente. La
situacion se describe en la siguiente distribucion.



FORMA GENERAL DE LA
HIPOTESIS
NUMERO DE | PREGUNTAS EN LAS FACTORES | FACTORES
ACIERTOS QUE HAY ERROR FRECUFNCIA | PRESENTES | AUSENTES
123 0
1 0 3 3 il
= 3 667
13 0
3 % 12 3 547
12 1]
9 7 t 1 1
1 768
3 5 i 13 7
1 447
8 78 3 i) 567
3 0
3 447
8 43 2 3 768
3 St
i 48 3 TR 566
29 0
7 24,7 1 129 0
7 1,27 T 2 448
7 68,9 T 3 466
[ 1,5.7.10 1 2 800
4 234578 1 1 568

De lo anterior resulta evidente que para conse-
guir una comprensién completa de la forma de
pensar del alumno es conveniente un estudio
més detallado y un mejoramiento de las condi-
ciones en las cuales se lleva a cabo el experimen-
to, asi como también una revisién del tipo de in-
formacidon que es posible conseguir y la forma
de organizarla.

Conclusiones

Podemos deducir algunas conclusiones impor-
tantes de lo anterior.

1. El estudiante del bachillerato es capaz de ela-

borar una hipdtesis para usarla como un ins-
trumento atil.

. El rechazo de la hipotesis nula nos inclina a

creer que la forma en que el alumno comtn
elabora una hipotesis y la forma en que la uti-
liza es bastante inmadura (la inmadurez enten-
dida no como falta de recursos intelectuales,
sino como recursos aprovechados de manera
ineficiente). Ya que solo 28 casos fueron con-
sistentes con alguna de las hipotesis que consi-
deramos significativas, y los 72 casos restan-
tes con mucha probabilidad no contrastan de
manera completa la informacion recibida con
la hipétesis que elaboraron, nos inclinamos a
creer que el proceso es muy corto para la ma-
yorfa y por lo tanto insuficiente para rectifi-
car su hipotesis.

. Como consecuencia de las afirmaciones ante-

riores, el disefio de las experiencias de apren-
dizaje deberd orientar convenientemente los
recursos intelectuales del estudiante, a fin de
conseguir la madurez que es necesaria en el es-
tudio de las Matematicas en este nivel.

JESUS AGUILERA GARCIA

HERIBERTO MORALES GOMEZ
' Plantel Azcapotzalco
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ANEXO

Las tarjetas del experimento se presentan en la siguiente figura.
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